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Resumo

A citricultura é um setor de destaque no agronegocio brasileiro, e junto com o crescimento deste
setor estd o surgimento de doengas que afetam os citros. Neste trabalho, apresentamos dois
modelos matematicos a fim de descrever a dindmica e o controle quimico de doencas de citros.
Tais modelos envolvem a teoria de controle 6timo com varias varidveis e a teoria de controle
GRASP. Os modelos sao abordados em um cendrio para a Huanglongbing, considerada a mais
devastadora doenca de citros do mundo.
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1 Introducao

O Cinturao Citricula no Brasil, concentrado nos estados de Sao Paulo e Minas Gerais, ocupa
uma area de 416 mil hectares e é a maior regido produtora de citros do mundo [5]. Em 2016, o
Brasil produziu mais de 14,8 milhdes de toneladas de laranjas, cerca de 20% da produgido mundial;
também foi responsavel por 60% da producao mundial de suco de laranja [3].

Em contrapartida, as pragas e doencas que atingem os pomares de citros vém comprometendo
o crescimento e a produgdo das arvores. Em particular, podemos citar a Huanglongbing (HLB):
principal doenca da citricultura devido as suas caracteristicas e aos danos causados. Dados de 2017
indicam que a incidéncia de laranjeiras com sinais de HLB no Cinturdo Citricola brasileiro foi de
16,73%, o que corresponde a aproximadamente 32 milhdes de plantas. Até o momento, néo existem
métodos curativos para a HLB. Desta forma, para conter a disseminacao da doenca é necessario
conter a propagacao de seu vetor.
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Neste trabalho desenvolvemos dois modelos mateméaticos em um cendrio bidimensional para
descrever meios de controle da HLB. Na modelagem consideramos a dispersao e a dinamica vital dos
psilideos, e realizamos um estudo de controle 6timo no qual a variavel de controle é a quantidade
de fungicida a ser aplicada. No primeiro modelo, o espalhamento espacial dos psilideos é descrito
por meio de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs) envolvendo taxas de transporte, e o controle
¢é aplicado utilizando a teoria de controle 6timo com varias varidveis. Ja no segundo modelo, o
espalhamento espacial é descrito por uma equagao diferencial parcial discreta com difusao, e o
controle é aplicado em intervalos de tempo pelo método GRASP (Greedy randomized adaptive search
procedure).

A dindmica modelada é sobre a populacao dos vetores, pois consideramos o alcance desta popu-
lagao proporcional aos danos causados pela HLB.

2 Desenvolvimento

2.1 A doenca Huanglongbing

A HLB foi descoberta na Asia no inicio do séc. XX, em seguida foi identificada na Africa do Sul,
e mais recentemente atingiu os maiores produtores da citricultura mundial: o estado de Sao Paulo,
no Brasil, e o estado da Flérida, nos EUA, em 2004 e em 2005, respectivamente [2]. Seu agente
causador é uma bactéria da espécie Candidatus (Ca.) Liberibacter (L.) spp. que se apresenta nas
formas asiatica, africana e americana. No Brasil, o vetor transmissor é o psilideo asiatico D. citri
Kuwayama, inseto que mede de 2 a 3 mm de comprimento [5]. As fémeas do psilideo se desenvolvem
rapidamente, depositando até 800 ovos por vida, e seu ciclo de vida total pode variar entre 15 e
47 dias [7]. O psilideo se alimenta da seiva da planta e, na busca por novas fontes de alimento,
desloca-se pela vizinhanca sem qualquer diregao especifica. Quando o inseto nao infectivo suga a
seiva de uma planta infectada para se alimentar, ele se torna infectivo e, entao, é capaz de transmitir
a bactéria a uma planta sadia durante sua alimentacdo. Quando a planta é infectada, a bactéria
se multiplica em seu sistema vascular, afetando o fluxo de seiva que leva dgua e nutrientes para
todas as suas partes. Deste modo, quando os primeiros sinais sao identificados — manchas amarelas
nas folhas — toda a planta ja foi infectada. Esse periodo entre infec¢ao e aparecimento de sinais,
chamado de incubagao, pode levar de 6 a 12 meses dependendo da idade da planta, da temperatura
ambiente, dentre outros fatores [2]. Assim, podem haver plantas infectadas no pomar que ainda nao
apresentam sinais.

Uma vez que uma laranjeira leva até 7 anos para comecar a dar frutos, e que sua expectativa
de vida produtiva é superior a 15 anos, pomares podem se tornar economicamente invidveis entre
7 e 10 anos apds o aparecimento dos primeiros sinais da doenca se medidas de controle nao forem
tomadas. Por este motivo, a HLB é considerada uma doencga rapida e devastadora [1, 6, 9].

Dados de Bassanezi & Bassanezi, em [1], mostram que em pomares jovens com até 5 anos, sem
quaisquer medidas de controle, a incidéncia da doenca pode atingir mais de 50%, em aproximada-
mente 4 anos apds o aparecimento dos primeiros sinais. Ja em pomares adultos com mais de 6 anos,
esse valor serd atingido alguns anos mais tarde. Assim, sem a realizacao de controle da HLB cultivar
novos pomares que sejam economicamente sustentaveis se torna uma tarefa dificil [1].

2.2 Modelos de controle 6timo aplicados 4 HLB

Desejamos conter a disseminacao da doenca HLB por meio do controle quimico dos vetores
transmissores, os psilideos. Apresentamos, nessa secao, dois modelos de controle com o objetivo de
minimizar a quantidade de psilideos e o custo com o controle aplicado.

Consideramos um pomar com 2000 arvores dispostas em 50 talhdes com 40 arvores cada. A
dindmica de crescimento de psilideos se da segundo a equagao de Verhulst, como em Luiz (2018) [9],



sendo r é a taxa de crescimento intrinseco e K a capacidade suporte, iguais em todas as arvores do
pomar.

Ja que na pratica é inviavel contabilizar a quantidade de psilideos de cada arvore do pomar,
assumimos que, uma vez que forem identificados psilideos (infectivos ou ndo) em um &arvore do
pomar, esta arvore serd considerada infectada.

Para as simulacoes, supomos que um grupo de psilideos, sendo ao menos um deles infectivo, é
identificado na borda do pomar na chamada &rvore priméria, pois é desta arvore que se da origem
a disseminacao da doenga através do deslocamento dos psilideos para as demais arvores do pomar.
E que apos a infeccao da arvore priméria, ndo ha novos focos de psilideos vindo de fora do pomar.
Escolhemos arbitrariamente a 25* arvore do primeiro talhao como a arvore priméria.

Consideramos ainda que os psilideos de uma arvore somente migrarao para outra arvore quando
atingirem 50% de sua capacidade suporte.

2.2.1 Modelo 1: Sistema de EDOs com taxas de transporte e com controle 6timo com
varias variaveis
Propomos, baseado em Takahashi (2004) [12], um sistema de EDOs com taxas de transporte para
descrever a dindmica dos psilideos em um pomar. Vinculado a esse modelo, buscamos o controle
6timo para a disseminagio da HLB utilizando a teoria de controle 6timo com varias variaveis [8, 10].
As taxas de transporte sdo de psilideos de uma arvore para outra, e representam a difusdo.
A disposicao e a identificacdo de cada uma das 2000 arvores do pomar segue o esquema apresen-

tado na Figura 1, sendo A; a arvore na posic¢do i, com i = 1,...,2000.
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Figura 1: Disposicao e identificacao de cada uma das 2000 arvores no pomar para o Modelo 1, sendo
A;i=1,...,2000, a arvore na posi¢ao i.

A dindmica populacional de psilideos na arvore ¢ é descrita pelo modelo de Verhulst mais o fluxo
de psilideos nesta arvore [9], ou seja,
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arvore ¢ para a arvore j.

Assumimos que a taxa de transporte da arvore A; para as arvores A;_s1, Ai_50, Ai_49, Ai_1,
Ait1, Aivag, Aiyso € Airs1 € ay, fora dessa vizinhanca, essa taxa é zero, e M;; = 0 quando ¢ = j,
pois nao ha deslocamento de psilideos de uma arvore para ela mesma. Desta forma, construimos a
Matriz de Taxas de Transporte M = (M,;), com 4,5 = 1,...,2000.

A quantidade de psilideos que sai de uma arvore infectada néo é significativa para esta arvore,
pois essa saida s6 ocorre quando a arvore ja possui um alto nivel de concentracao de psilideos.
Contudo, a quantidade de psilideos que chega em uma &arvore sadia é um valor a ser considerado,
pois, por menor que seja, é capaz de gerar uma nova infecgio. Assim, 8" é um termo relevante para
o modelo enquanto 5" ndo tanto, o que permite desconsidera-lo.

O sistema (1) é um sistema do tipo P} = G;(t, P;). Inserimos um controle restrito a esse sistema
a fim de minimizar tanto a varidvel P; quanto a quantidade de fungicida a ser aplicada. Assim,
consideramos que a eficiéncia do controle é proporcional & populagao P; e, entao, reescrevemos o
sistema de estados (1) como P/ = G,(t, P;, u;) da seguinte forma:

P 2000
P = TP < ) Z M]zP ClPiui,

sendo u; o controle aplicado na arvore i e ¢; > 0 um parametro que equilibra a influéncia do controle
u; sobre P;.
Portanto, o problema de controle 6timo é:
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2000

.. P
sujeitoa P/ =rP; <1 — K> + ; M P; — c1 P, (2b)

P;(to) = P,

sendo cg, c3 > 0 constantes que equilibram a acdo de P; e de u; no intervalo de tempo [to,ty], com
t=1,...,2000.

Utilizando o Principio do Maximo de Pontryagin [10] para resolver este problema, temos:
o Hamiltoniano:

—CQZP2+C3,ZU + A\rP; +)\ZM31P Acy Piug,

- a equacgao de estado:
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Pi(to) = P,
- a equacgao adjunta:
Ag:_api = )\Qz)\{r <2K—1>+clui]—202Pi, @
N(ty) =0,
- a condicao de otimalidade:
H A P
gw =0, parau; = uf(t)= 6127’, (5)



com Pi = Pi(t>, U; = ’U,i(t), 1= 1, ey 2000.

Resolver o problema de controle 6timo (2) consiste em resolver as equagoes (3), (4) e (5). Para
isso, utilizamos o método numeérico de varredura Forward-Backward [8].

As simulagoes foram feitas considerando um periodo de um ano; a condi¢do inicial & Pjg01(0) =
0,1K (arvore primaria) e P;(0) = 0, ¢ = 1,...,2000, para i # 1201; os psilideos deslocam-se
exclusivamente segundo as taxas de transporte da Matriz M, sendo que os psilideos s6 saem de uma
arvore quando sua populacdo nesta arvore atingir 50% de sua capacidade suporte K.

Na Figura 2 é apresentada a solucdo do problema de controle 6timo (2) para as arvores Ajsg1
(25* arvore do 1° talhdo, arvore priméaria) e Ajgss (28* arvore do 5° talh@o). No grafico de cima
apresentamos as curvas de estado com e sem efeito de controle ao longo de 12 meses, e no grafico de
baixo a dindmica 6tima do controle.
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Figura 2: (a) Solu¢do do problema de controle (2) para a arvore Ajgp1 (&rvore priméria) em 12
meses. (b) Solucdo do problema de controle (2) para a arvore Aj3s5 em 12 meses. Na figura de cima
temos a populagao de psilideos, P, com e sem controle. Na figura de baixo a quantidade de controle
utilizada.

Na arvore priméria, A1201, Figura 2(a), inicialmente ha um aumento da populacdo de psilideos,
o que leva ao aumento da quantidade de fungicida aplicada. Note que, no modelo sem controle,
ap6s aproximadamente 4 meses, ocorre um rapido crescimento na populagao de psilideos, resultado
da difusao acontecendo nas arvores adjacentes & arvore primadria, ou seja, neste momento as arvores
adjacentes & arvore primaria atingiram 50% de sua capacidade suporte e, com isso, os psilideos de
tais 4rvores comegam a migrar para as suas arvores adjacentes (5® > 0), inclusive para a propria
arvore priméria, condi¢do imposta na modelagem. No modelo com controle, a difusdo comeca a
acontecer somente apos 6 meses, quando hd também um ripido aumento na quantidade fungicida
aplicada. Proximo ao final de 12 meses, como chega ao término o periodo de controle, a quantidade
de fungicida diminui até que nao seja mais aplicada, o que faz com que a populacao de psilideos
se estabilize em sua capacidade suporte. Isso ocorre pois a simulagao foi feita para um periodo de
12 meses, contudo, na pratica, seria iniciado um novo controle logo que a quantidade de psilideos
comecasse a aumentar.

Na 28* arvore do 5° talhdo, Aiss5, Figura 2(b), temos que a populagdo de psilideos cresce
rapidamente apdés 5 meses do inicio do controle no pomar e, por este motivo, o controle nao é
aplicado no inicio do periodo (més 0) como ocorreu na arvore priméria. Note que, no modelo sem
controle, a aplicacao de fungicida teve inicio apdés 7 meses, quando sao identificados os primeiros
psilideos na arvore, diferente do modelo com controle, no qual o crescimento da populagdo tem



inicio apds 9 meses, isso devido ao controle ji estar sendo aplicado nas demais arvores do pomar
identificadas com psilideos. Note também que, ao final do periodo de aplicacao, a populacao de
psilideos volta a aumentar uma vez que a quantidade de fungicida diminui, como ocorreu com a
aArvore primaéria.

A vista por cima do pomar simulado ao final de 12 meses, com e sem a acdo do controle, &
apresentada na Figura 3. As regides em branco indicam as arvores sadias, as regides em preto
indicam as arvores infectadas.

Pomar sem controle Pomar com controle
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Figura 3: Vista por cima do pomar sem e com a acao do controle ao final 12 meses de simulacao.
As regides em branco indicam as arvores sadias, as regides em preto indicam as arvores infectadas.

Observe que ao final do periodo de aplicagdo de fungicida ainda ha arvores infectadas, contudo,
em menor quantidade. O controle, neste caso, retardou a disseminagao da doenga.

2.2.2 Modelo 2: EDP com difusao e com controle via GRASP

Propomos agora um modelo para a disseminacao da HLB considerando o espalhamento bidimen-
sional difusivo dos psilideos. Para este modelo, buscamos um controle 6timo pelo método GRASP
(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure), descrito em Feo e Resende (1995) [4] e em Resende
e Ribeiro (2010) [11].

Para este modelo, mudamos a forma de idenficar cada arvore do pomar, veja a Figura 4, agora
A; ; é a j-ésima avore no talhao i.

Ain A Ais A1 50
Az Az Az Az 50
Asy  Azx  Ass A3 50
Aos 1 Agso Azss Ass 50
Ao Asz Az Auo,50

Figura 4: Disposicao e identificacao de cada uma das 2000 arvores no pomar para o Modelo 2, sendo
Aij,i=1,...,40,5 =1,...,50, a j-ésima arvore no talhdo i. A disposi¢do ¢ a mesma apresentada
na Figura 1.

A dinamica populacional de psilideos na arvore A; ; do pomar é descrita pelo modelo discreto
de Verhulst [9], e inserimos um controle a essas dindmicas a fim de minimizar tanto a populacdo de



psilideos quanto a quantidade de fungicida a ser aplicado. Considerando que a eficiéncia do controle
é proporcional & populacao P; ;, temos a dinamica de P com controle dada por:

Pt
P =Pl + P} (1 - KJ) — VP, (6)
sendo Pifj a populacao de psilideos da arvore A; ; no tempo ¢, com ¢ = 1,...,40, j = 1,...,50,
c1 um paradmetro que pondera a influéncia do controle Vztj sobre a populacao Pifj no instante t.

Assumimos também que o espalhamento dos psilideos por entre as arvores do pomar ocorre segundo
a equagao bidimensional discreta de difusao obtida por diferengas finitas centrada:

Pt =P+ D(PlLy;+ Pl + P

(3 1,]—

1+ ]Dit,j—i-l - 4Pit,j) ) (7)

sendo D o coeficiente de difusao.
Essas duas dinAmicas, equagoes (6) e (7), ocorrem simultaneamente. Assim, nosso problema de
controle 6timo pelo método GRASP é:

n m n m
HIT 3 DLIRES 9 A s

J=1i=1 J=1i=1
¢
[ t+1 _ 1,
sujeitoa P = Pf, 4+ 7P (1- 7j — VP, (8h)
1
Pt =P +D(Ply;+ Pl +Pl_ + P, —4P;),

sendo ¢y € c3 constantes nao negativas que equilibram a acao de P e V no problema de minimizagao.

Para as simulagoes, consideramos que os psilideos de uma arvore somente migrarao para outra
arvore do pomar quando atingirem 50% de sua capacidade suporte, ou seja, a difusdo s6 ocorre
quando Pif ; = 0,5K; a aplicagao de fungicida é feita somente quando houver alguma arvore que
contenha ao menos 70% de sua capacidade de suporte com psilideos; quando uma arvore satisfizer
as condi¢oes para receber fungicida, este serd aplicado em todo o talhdo que a contém, e também
nos quatro talhoes & direita e & esquerda; e a aplicacdo de fungicida, respeitando as condi¢oes dos
itens anteriores, serd feita a cada 15 dias, ao longo de um ano.

Pelo método GRASP determinamos a quantidade de fungicida a ser aplicada. A funcdo controle
considerada é uma constante no intervalo [0, 1]. O algoritmo testa aleatoriamente todos estes valores
no modelo implementado, verificando ao final de cada simulacao qual valor de V' levou ao menor
valor para o funcional objetivo (8a). E assim, ao final das simulacées, obtemos a melhor solugao
segundo o método GRASP. E importante ressaltar que este método nio garante a otimalidade global,
todavia permite uma solugdo minima local.

A dinamica da populagdo com e sem controle e a dinAmica do controle da arvore priméria (arvore
Ags 1) e da 28* arvore do 5° talhdo (drvore Asg 5) sdo apresentadas na Figura 5, na qual no gréfico de
cima temos a dindmica da populagdo com e sem controle ao longo de 12 meses e no grafico de baixo
a dinamica do controle. A condigdo inicial é P51(0) = 0,1K e P; ;(0) = 0, para todo (¢,7) # (25,1).

Na arvore primaria, Ags 1, Figura 5(a), a populagdo tem crescimento logistico até aproximada-
mente 3 meses, quando atinge 70% de sua capacidade suporte e, entdo, o controle é iniciado com
aplicacao a cada quinze dias, e assim segue até o final do periodo de 12 meses.

Na 28* arvore do 5° talhdo, Asg s, Figura 5(b), embora no modelo com controle a populacado
inicie seu crescimento somente ap6s 9 meses, o controle teve inicio apés 3 meses. Isso ocorre devido
a condi¢do na aplicagao de fungicida, que impoe que este seja aplicado em todo o talhdo onde hé
alguma 4rvore com psilideos, ou seja, no 5° talhao, onde esta a arvore Asg 5, foi identificada alguma
arvore em condigoes de receber fungicida ap6s 3 méses do inicio da simulagao, ou ainda, em algum
dos quatro talhdes a esquerda. Além disso, note que no modelo sem controle a populagao comeca a
aumentar passados quase 8 meses, diferente do modelo com controle, quando a populacido comega a
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Figura 5: (a) Solucdo do problema de controle (8) para a arvore Ags i (&rvore priméria) em 12
meses. (b) Solugdo do problema de controle (8) para a arvore Asgs em 12 meses. Na figura acima

temos a populagao de psilideos, P, com e sem controle. Na figura abaixo a quantidade de controle
utilizada.

crescer depois de 9 meses. Isso ocorre devido ao controle ji estar sendo aplicado nas demais arvores
do pomar identificadas com psilideos.

Para uma visualizacdo bidimensional do pomar sem e com controle ao final de 12 meses, apre-
sentamos a Figura 6. As cores na Figura 6 seguem o padrdo estabelecido na Figura 3.
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Figura 6: Vista por cima do pomar simulado sem e com controle ao final de 12 meses. As regides
em branco indicam as arvores sadias, as regides em preto indicam as arvores infectadas.

Observe que, como no modelo anterior, ao final do periodo de aplicacao de fungicida ainda ha

arvores infectadas, contudo, em menor quantidade. Novamente, o controle retardou a disseminagao
da doenca.

3 Conclusao

Apresentamos dois modelos de controle 6timo para o mesmo cenario — o controle da HLB em
um pomar de citros — com abordagens matematicas e agricolas diferentes. No primeiro modelo,
utilizamos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias com difusao via taxas de transporte,



e controle 6timo segundo Principio do Maximo de Pontryagin com varias variaveis. No segundo
modelo, utilizamos uma equacao diferencial parcial discreta para a difusao e o controle 6timo via
Grasp garantindo uma otimalidade local. Os modelos foram elaborados com controle quimico do tipo
fungicida, e ambos apresentaram resultados satisfatorios, a diferenca, no entanto, esta na situacao
na qual serd utilizado. Em uma situacao ideal, o primeiro modelo seria mais apropriado, uma vez
que a aplicacao de fungicida é feita individualmente em cada arvore do pomar de acordo com sua
populacao de psilideos, o que leva a um controle mais efetivo com um custo inferior. Por outro
lado, o segundo modelo é mais comum, uma vez que a aplicacao de fungicida se da quinzenalmente.
Além disso, observamos que o controle quimico, em ambos os modelos, retardou o espalhamento da
doenca pelo pomar, contudo, somente este tipo de controle nao foi suficiente para a erradicacdo da
doenca, o que indica um manejo integrado (controle quimico, fisico e biol6gico).

Referéncias

[1] BassaNezi, R.B.; Bassanezl, R.C., An approach to model the impact of huanglongbing on
citrus yield. Proceedings International Research Conference on Huanglongbing (IRCHLB), 14,
(2008), 301-304.

[2] BoVvE, J.M., Huanglongbing: a destructive, newly-emerging, century-old disease of citrus, Jour-
nal of Plant Pathology, 88, (2006), 7-37.

[3] FAO, Citrus Fruit - Fresh and Processed Statistical Bulletin 2016, Rome: Food and Agriculture
Organization of the United Nations, (2017).

[4] FEo, T.A; RESENDE, M.G.C., Greedy randomized adaptive search procedures, Journal of Glo-
bal Optimization, 6, (1995), 109-134.

[5] FUNDECITRUS, Doengas e  Pragas -  HLB/Greening, Disponivel  em:
<http://www.fundecitrus.com.br/doencas/greening /10>, Acesso em: marco de 2017, (2007).

[6] GorTwAaLD, T.R; DA GRAGA, J.V.; Bassanezi, R.B., Citrus huanglongbing: the pathogen
and its impact, Plant Health Progress, (2007).

[7] GRAFTON-CARDWELL, E.E.; STELINSKI, L.L; STANSLY, P.A., Biology and management of
asian citrus psyllid, vector of the huanglongbing pathogen, Anual Review of Entomology, 58
(2013), 413-432.

[8] LENHART, S.; WORKMAN, J.T., Optimal Control Applied to Biological Models, Boca Raton:
CRC Press, (2007).

[9] Luiz, M.H.R., Dindmica e controle de doengas de citros, Tese de doutorado, IMECC, Unicamp,
Campinas, (2018).

[10] PoNTRYAGIN, L.S.; Borryanski, V.J.; GAMKRELIDZE, R.V.; MIsHCHENKO, E.F., The
Mathematical Theory of Optimal Processes, Interscience Publishers, New York, (1962).

[11] RESENDE, M.G.C.; RIBEIRO, C.C., Greedy randomized adaptive search procedures: Advances,
hybridizations, and applications. In: M Gendreau and J.Y. Potvin (Ed.). Handbook of Metaheu-
ristics (International Series in Operations Research & Management Science), Boston: Springer,
146 (2010), 283-319.

[12] TakAHASHI, L.T.; FERREIRA JR, W.C.; D’AFONSECA, L.A., Propaga¢io da Dengue entre
Cidades, Biomatematica, 14, (2001), 1-18.



